SELECTION D’EXERCICES D’ORAUX

EXERCICE 1. (1) On considére deux suites numeériques (un),cy €t (vn), oy telles que
Up ~ Vq.
+o00

Démontrer que u, et v, sont de méme signe a partir d’'un certain rang.

(2) Déterminer le signe, au voisinage de l'infini, de : u, = sh (l) —tan ( ] > .
1
EXERCICE 2. OI’I pose f(X) = m .

(1) Décomposer f(x) en éléments simples et en déduire la primitive G de f définie
sur lintervalle ] — 1;3[ telle que G(1) = 0.

(2) Déterminer le développement en série entiére en O de la fonction f et précisez
le rayon de convergence.

(3) Déduire de ce développement la valeur de G3)(0).

1
EXERCICE 3. (1) On considére la série de terme général u,, = W oun > 2etu € R.

(a) Cas x <O

En utilisant une minoration trés simple de u,, démontrer que la série di-

verge.
(b) Cas x>0
Etudier la nature de la série. :
Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(x) = .
x(lnx)*

n 1
(e — (1 + n) > en
(2) Déterminer la nature de la série Z 5 .
3 (In(n? +n))

EXERCICE 4. (1) Soient (un), oy €t (vn)

nen deux suites de nombres réels positifs. Mon-
trer que :

Un o Vi — Zun et ZV“ sont de méme nature.
o0

(i—1)sin (n)
(2) Etudier la convergence de la série
g T;(\/n—i—?a—ﬂlnn

(ot it = —1).



SELECTION D’EXERCICES D’ORAUX 2

EXERCICE 5. On considére une suite croissante de réels (x,n)n telle que x,, — +o0o. Montrer
que la série (}_1— X:ﬁ) est divergente.

On pourra penser a un DL de la fonction In au voisinage de 1.

. —1 n _,—mx
EXERCICE 6. (1) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z ( )ne
n>1
oo . - ) (—D)"e™
(2) Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions Z
n

n>1

EXERCICE 7. (1) Soit X un ensemble, (gn), cy une suite de fonctions de X dans C et g
une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions

(gn) vers la fonction g.
n+42
2 - e
(2) On pose fn(x) n+1e

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fy), cy-

TLXZ

(b) La suite de fonctions (f,), .y converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[ ?

(c) Soit a > 0. La suite de fonctions (f,), .y converge-t-elle uniformément sur
la;+oo[?

(d) La suite de fonctions (f,), .y converge-t-elle uniformément sur |0, +oo[ ?

EXERCICE 8. (1) Soit (gn) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble
non vide quelconque.

On suppose que, pout tout n € N, g,, est bornée et que la suite (g,) converge
uniformément sur X vers g.

Démontrer que la fonction g est bornée.
(2) On considére la suite (f,,)nen+ de fonctions définies sur R par :

f(x) = { n’x si x| <1/n

1/x si [x|>1/n
Prouver que (fn)nen+ converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R ?

EXERCICE 9. On considére la série de fonctions de terme général u, définie par :

Vn e N*, wx € [0,1], un(x):ln<1+%>_%_

+o00
On pose, lorsque la série converge, S(x) = In(1+ X)X
5 [m(1+3)-2]

(1) Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
(2) Calculez S'(1).
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EXERCICE 10. Soit A C C et (f,), oy une suite de fonctions de A dans C.
(1) Démontrer I'implication :

<1a série de fonctions Z fn converge uniformément sur A)

4

(Ia suite de fonctions (fn),.y converge uniformément vers O sur A)

(2) On pose : Vn e N, Vx € [0;400l, fn(x) = nxZe XV,
Prouver que Z fn converge simplement sur (0;+oo].

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0;+oo| ? Justifier.

n

EXERCICE 11. (1) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z ( an)' .
+o00 XM
On pose S(x) = HZ_O an)l

(2) Donner le développement en série entiére en O de la fonction x — ch(x) et
preécisez le rayon de convergence.

(8) (a) Déterminer S(x).
(b) On considére la fonction f définie sur R par :
f(0) =1, f(x)=chy/x pourx >0, f(x)=cosy—x pourx <0 .

Démontrer que f est de classe C* sur R.

1
EXERCICE 12. (1) Démontrer que, pour tout entier n, la fonctiont — ————— est
14+ t2+tnet
intégrable sur [0, +o0].

dt = Calculer lim ug.

+o00
@ Onposen = | e WL

+00 1
EXERCICE 13. Pour toutn > 1, on pose [, = J ———dt.
0 (1 + tz)
(1) Justifier que 1,, est bien définie.

(2) Etudier la monotonie de la suite (In)pen- €t déterminer sa limite.

(3) La série Z(—] )"1,, est-elle convergente ?
n>1

(4) Si c’est le cas, calculer sa somme.

EXERCICE 14. (1) Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
+o00

—t

(2) Démontrer que la fonction f : x — J e cos (xt) dt est de classe C' sur R.

0
(3) (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.

(b) Résoudre (E) .
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EXERCICE 15. Soit I'équation différentielle : x(x — 1)y” + 3xy’ +y = 0.

(1) Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série
entiére a I'origine.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

(2) Est-ce que toutes les solutions de x(x — 1)y” + 3xy’ +y = 0 sur ]0;1[ sont
développables en série entiére a I'origine ?

(3) Chercher une solution non DSE a l'origine.

EXERCICE 186. E et F désignent deux espaces vectoriels normés.

(1) Soient f une application de E dans F et a un point de E.
On considere les propositions suivantes :

P1l: f est continue en a.

P2: Pour toute suite (x,) d’éléments de E telle que lim x, = a, alors lim f(x,) =
n—-+oo n—-+00
f(a).

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

(2) Soit A une partie dense d'un sous-espace vectoriel normé E, et soient f et g
deux applications continues de E dans F.

Démontrer que si, pour tout x € A, f(x) = g(x), alors f = g.
(_1 )nXZn-H

n+1
[0,1]. Soit f(x) sa somme. Justifier que f est continue sur [0,1], puis que f

est dérivable sur [0, 1] et en déduire que f = arctan sur [0, 1[. Que peut-on en
conclure sur f(1) ?

(3) Application Montrer que la série )_ converge uniformément sur

EXERCICE 17. On considére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f, définie sur

X
R par fn(X) = m.

(1) (a) Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n>1

+o00
On pose alors Vx € R, f(x) = Z fr(x).
n=1

(b) Soit (a,b) e R? avec 0 < a < b.
Z fn converge-t-elle normalement sur [a,b] ? sur [a,+oo[ ?
n>1

(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, ool ?
n>1

(2) Prouver que f est continue sur R*.

(3) Déterminer lim f(x).
X—-+00

EXERCICE 18. (1) Déterminer une primitive de x — cos* x.

(2) Résoudre sur R I'équation différentielle : y” +y = cos® x en utilisant la méthode
de variation des constantes.
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EXERCICE 19. Enoncer quatre théorémes différents ou méthodes permettant de prouver
qu’une partie d’'un espace vectoriel normé est fermée et pour chacun d’eux, donner
un exemple concret d’utilisation dans R?.
Les théorémes utilisés pourront étre énoncés oralement a travers les exemples choi-
sis.
Remarques :

(1) On utilisera au moins une fois des suites.

(2) On pourra utiliser au plus une fois le passage au complémentaire

(3) Ne pas utiliser le fait que R? et I'ensemble vide sont des parties ouvertes et
fermées.

EXERCICE 20. (1) Soit f une fonction continue sur [0, 1].

(a) Soit n € N*. Quel est le sens géométrique de la somme de Riemann R, (f) =
n
1 Y f <k> )
n 1 n
Ilustrer par un dessin soigné.

1
(b) Démontrer, lorsque f est de classe C' sur [0,1], que LIIP Rn (f) = | f(x)dx.
n o0

0
(on pourra préalablement montrer qu’il existe une constante M telle que
[f(x) — f(¥)| < Mx — ¥| pour tous x, & € 10,1])

n

n
(2) Déterminer la limite de la suite (x,,) définie par x, = Z Snznw
k=1

EXERCICE 21. Montrer pour x — 0" que

(e'e] e—xt
J dt+Inx — Ct.
o 1+t

(—1 )nxn

n

EXERCICE 22. On pose : Vn € N*, Vx € R, uy(x) =

On considére la série de fonctions Z Un.
n>1
(1) Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I'ensemble des x ou cette série converge et S(x) la somme de cette
série pour x € D.

(2) (a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série
sur D.

(b) La fonction S est-elle continue sur D ?
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EXERCICE 23. On note R[X] I’ espace vectoriel des polynémes a coefﬁc1ents réels.
VP € E, on pose N{(P) = Z |ai| et Noo (P Maxlall ouP = Z a Xt avecn > degP.
i i=0

(1) (a) Démontrer que Ny et N, sont des normes sur R[X].

(b) Démontrer que tout ouvert pour la norme N, est un ouvert pour la norme
Nj.
(c) Démontrer que les normes N; et Ny, ne sont pas équivalentes.

(2) On note Ry[X] le sous-espace vectoriel de R[X] constitué par les polynoémes de
degré inférieur ou égal a k. On note N la restriction de N; a Ry[X] et N Ia
restriction de N, a Ry[X].

Les normes N| et N/ sont-elles équivalentes ?

EXERCICE 24. On note (* I'ensemble des suites x = (x,) de nombres réels telles que la
série Z xfl converge.
(1) Démontrer que {* est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites
de nombres réels.

(2) (a) Démontrez que pour x = (x,) € {* et y=(yn) € 02, la série Z XnYn converge.

On pose alors (x|y) Z XnYn.-

(b) Démontrer que l'on deﬁmt ainsi un produit scalaire dans (?.
(3) On suppose que {* est muni de ce produit scalaire et de la norme associée.
Soit p € N. Pour tout x = (xn) € {2, on pose @(x) = x.
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de ¢* dans C.

(4) On considére I'ensemble F des suites réelles presque nulles ( c’est-a-dire I'en-
semble des suites réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un
nombre fini de termes)

Déterminer F*. (au sens de (|)).

Comparer F et (FL)l
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EXERCICE 25. Soit Z an une série absolument convergente a termes complexes. On pose
+o0

M = Z |an| .
n=0

tTl.
On pose : Vn € N, vVt € [0, 4o, fn (t) = An® ot

n!

(1) (a) Justifier que la suite (a,) est bornée.

(b) Justifier que la série de fonctions ) _f, converge simplement sur [0, +ool.

+o00
On admettra, pour la suite de l'exercice, que f : t — Z fn(t) est continue

n=0
sur [0, +ool.

(2) (a) Justifier que, pour tout n € N, la fonction g, : t — t"e ! est intégrable sur
+o0
[0, +oo[ et ca]cu]erJ t"e tdt.

0
+o0o

En déduire la convergence et la valeur de J [fn (t)] dt.
0

400 [ 100 a. th +00
(b) Prouver que J (Z TTLU et> dt = Z an.
) n=0

0 n=0

EXERCICE 26. On pose I'(x) = [° t* et dt.

1 Montrer que I' est bien définie pour x > 0.

2 Montrer que I' est continue sur D =]0, +oo.

3 Montrer que T est C' sur D =]0,+oo[ et exprimer sa dérivée sous forme d'une
intégrale.

Exprimer sans démonstration I'" sous forme intégrale.

4 Justifier que I'espace vectoriel 1 des fonctions f continues de D dans R, de carré
sommable (i.e. [ f2 converge), est un espace vectoriel, puis que 14 muni de (f|g) =
Jp fg est un espace préhilbertien.

5 En déduire l'inégalité

o0 2 (o 0] (o]
(J " nt)et dt> < J (Int)?e tdt x J e tdt
0 0 0
Que peut-on en conclure sur la fonction In(T") ?
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(2n)!
n!)22m(2n + 1)

On se propose de calculer la somme de cette série.

EXERCICE 27. (1) Montrer que la série )_ ( converge.

(2) Donner le développement en série entiére en O de t — en précisant le

1
VI—t
rayon de convergence.
Remarque : dans I'expression du développement, on utilisera la notation fac-
torielle.

(3) En déduire le développement en série entiére en O de x — Arcsinx ainsi que
son rayon de convergence.
= (2n)!

(4) En déduire la valeur de 1;) 2 (2n 1)
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1 2

EXERCICE 28. Soit la matrice A = ( 24

f(M) =AM.
(1) Déterminer Kerf .
(2) f est-il surjectif?

(3) Trouver une base de Ker f et une base de Im f.

> et f 'endomorphisme de M; (R) défini par :

EXERCICE 29. E = R, [X],u(P) = P —P’. Montrer que u est un endomorphisme de E. Quels
sont ses éléments propres ? u est-il un isomorphisme ? Quelle est sa matrice dans la
base canonique ?

Q € E étant donnée, trouver P € E tel que u(P) = Q (indication : dériver n + 1 fois).

EXERCICE 30. Soit E un espace vectoriel sur R ou C.
Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fo g = Id.

(1) Démontrer que Ker(g o f) = Ker f.
(2) Démontrer que Im(go f) =Im g.
(3) Démontrer que E = Kerf @ Im g.

EXERCICE 31. Soit un entier n > 1. On considére la matrice carrée d’ordre n a coefficients

réels :
2 -1 0 --- 0
-1 2 -1 :
An=10 -1 0
: .. 2 =1
o --- 0 -1 2

Pour n > 1, on désigne par D, le déterminant de A,,.
(1) Démontrer que Dy = 2Dy 41 — Dy,

(2) Déterminer D,, en fonction de n.

(3) Justifier que la matrice A est diagonalisable. Le réel 0 est-il valeur propre de

A?
0 a ¢
E}iERCICE 32. Soit la matrice M= |b 0 ¢ | ou a,b,c sont des réels.
b —a 0

M est-elle diagonalisable dans M3 (R) ? M est-elle diagonalisable dans M3 (C) ?

EXERCICE 33. Soit trois suites (un)nen, (Vn)nen €t (Wn)nen définies par ug = vo = 1 et

Un4+1 = Vn +Wp Un
wy = 0, et, pour tout n € N, Vn+l =Un +wn  On pose X, = vn |. On écrit
Wnil = Un +Vy Wn

Xni1 = AXn, avec une matrice A bien choisie. On admet la relation X, = A™Xo.
(1) Déterminer A™.
(2) Résolution ?
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1
1] ou a est un réel.

0
EXERCICE 34. On considére la matrice A = | a
a 0

_AOD

(1) Déterminer le rang de A.

(2) Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

EXERCICE 35. On consideére deux variables aléatoires X et Y sur un méme espace probabi-
lisé, on suppose que X(Q) = Y(Q) = [[1,n+1]] et que, pour tout couple (i,j) € [[1,n+1]]?,

PX=1Y=j)= A(, n] < n]>’ ol A est une constante réelle.
i— j—

(1) Montrer que A = 4%
(2) Déterminer les lois marginales de X et Y.
(3) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
(4) A l'aide de la variable X — 1, déterminer I'espérance et la variance de X.
(5) Soit B € My11(R) la matrice définie par by; = Px_j) (Y = 1).

(a) Calculer B2.

(b) La matrice B est-elle diagonalisable ? Déterminer la dimension des sous-
espaces propres de B.

1T -1 1
E)éERCICE 36. Soit la matrice A= | -1 1 -1
1T -1 1

(1) Démontrer que A est diagonalisable de quatre maniéres :
(a) sans calcul,

(b) en calculant directement le déterminant det(Al3 — A), ou I3 est la matrice
identité d’ordre 3, et en déterminant les sous-espaces propres,

(c) en utilisant le rang de la matrice,
(d) en calculant AZ2.

(2) On suppose que A est la matrice d’'un endomorphisme u d’'un espace euclidien
dans une base orthonormeée.

Trouver une base orthonormeée dans laquelle la matrice de u est diagonale.

EXERCICE 37. Soit p, la projection vectorielle de R?, sur le plan P d’équation x +y +z =0,
z

parallélement a la droite D d’équation x = y_z

2 3
(1) Vérifier que R =P @ D.

(2) Soitu = (x,y,z) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

(3) Déterminer une base de R® dans laquelle la matrice de p est diagonale.
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1 0 2
E)ﬁERCICE 38. (1) On considére la matrice A= (0 1 0
2 01

(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.

(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres
associés.

x' =x
(2) On considére le systéme différentiel { y' =y , X,Y,z désignant trois fonc-
z

tions de la variable t, dérivables sur R.
En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

EXERCICE 39. Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2n-périodiques de R
dans R.

27t
(1) Démontrer que (f | g) = 27‘[J f (t) g (t) dt définit un produit scalaire sur E.
0

(2) Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cosx et g : x — cos (2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : x — sin’®x.

EXERCICE 40. Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion finie n > 0.

Redémontrer que pour tout x € E, il existe un élément unique yoy de F tel que x —yp
soit orthogonal a F et que la distance de x a F soit égale a ||x —yo||.

Pour A = (2 b

d

/ /
) et Al = (g, 2,) on pose (A | A’) = ad’ +bb’ +cc’ + dd’.

(1) Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur M; (R).

1

(2) Calculez la distance de la matrice A = < 1 2

) au sous-espace vectoriel F
des matrices triangulaires supérieures.

EXERCICE 41. Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E.

(1) Soit A un réel non nul. Prouver que si A est valeur propre de uov, alors A est
valeur propre de v o u.
X

(2) On considére sur E = R [X] les endomorphismes u et v définis par u : P —— J P

1
etv:P— P’

Déterminer Ker(u ov) et Ker(vou). Le résultat de la question 1. reste-t-il vrai
pourA=07?

(3) Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiére question
reste vrai pour A = 0.
On pourra utiliser, avec démonstration, que O est valeur propre d’'un endomor -
phisme w de E (espace de dimension finie) si et seulement si detw = 0.

E}EERCICE 42. Montrer que C°([0,1],R) est un espace préhilbertien avec (f|g) = J“(]) fg, en
déduire une majoration de f; Vxe *dx.
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EXERCICE 43. Soient ay, a1, -+ ,an N+ 1 réels deux a deux distincts.

(1) ATlaide de I'application : P — (P(ag), P(aj),...P(an)), montrer que si by, by, - -, b, sont n+
1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant

degP <n et Vie{0,---,n} P(a;) = b;.

(2) Soitk € [0,...,n].
Expliciter ce polynéme P, que I'on notera Ly, lorsque :
. _J O0sii#k
vie [0,...,n] bl_{ 1sii—k
n
(3) Prouver que Vp € [0,...,n], Z afLy = XP.
k=0

EXERCICE 44. Soitn € N tel quen > 2. On posez =e' .

(1) On suppose k € [1,n —1].
Déterminer le module et un argument du complexe z*—1.

2
tan %

n—I1
(2) On pose S = Z ‘zk —1 ‘ Montrer que S =
k=0
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0 2 -1
EXERCICE 45. On considére la matrice A= | -1 3 —1] ¢ M3(R).
-1 2 0

(1) Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que I'on déterminera.
(2) La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?
(3) Déterminer, en justifiant, le polynome minimal de A.

(4) Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1) et
en déduire la valeur de A™.

k
EXERCICE 46. On admet, dans cet exercice, que : V q € N*, Z< )qu converge et

k>q
+00
K\ 1
el Y () = e

k=q
Soit p €10, 1[ et r € N*.

On dépose une bactérie dans une enceinte fermée a I'instant t = 0 (le temps est ex-
primé en secondes).

On envoie un rayon laser par seconde dans cette enceinte.

Le premier rayon laser est envoyé a I'instant t = 1.

La bactérie a la probabilité p d’étre touchée par le rayon laser.

Les tirs de laser sont indépendants.

La bactérie ne meurt que lorsqu’elle a été touchée r fois par le rayon laser.

Soit X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la bactérie.

(1) Déterminer la loi de X.

(2) Prouver que X admet une espérance et la calculer.

(3) Par exemple par dérivation terme a terme justifiée, démontrer la propriété ad-
mise en préambule.

EXERCICE 47. Soit a € ]0, +ool.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N? dont la loi est donnée
par:

j+k
G +%) <2>
: 2 SV k) —
V(,k) e N, P(X=j,Y=k) = ok
(1) Déterminer les lois marginales de X et de Y.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

(2) Prouver que E [2**Y] existe et la calculer.



SELECTION D’EXERCICES D’ORAUX 14

EXERCICE 48. Soit A € ]0, +ool.
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*.

On suppose que Yk € N*, P(X =n) =

nn+1)n+2)°
(1) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par

1
R )

(2) Calculer A.
(3) Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

(4) X admet-elle une variance ? Justifier.

EXERCICE 49. Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé.

(1) (a) Soit X; et X, deux variables aléatoires définies sur (Q, A).
On suppose que X; et X, sont indépendantes et suivent une loi de Poisson,

de paramétres respectifs A\ et A;.
Déterminer la loi de X; + X».
(b) En déduire I'espérance et la variance de X; + X;.

(2) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, A, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de paramétre A.
On suppose que X(Q) = N et que Vm € N, la loi conditionnelle de X sachant
(Y =m) est une loi binomiale de paramétre (m,p).
Déterminer la loi de X.

EXERCICE 50. Soit N € N*.
Soit p €10,1[. On pose q=1—7p.

On considére N variables aléatoires X;, X3, -+ , XN définies sur un méme espace pro-
babilisé (Q, A, P), mutuellement indépendantes et de méme loi géométrique de pa-
rameétre p.

(1) Soit1i e [1,N]. Soit n € N*,
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
(2) On considére la variable aléatoire Y définie par Y = 112/111\r]1\J (Xy).
cest a dire Vw € Q, Y(w) = Min (X;(w),---,Xn(w)), Min désignant < le plus
petit élément de >.
(a) Soit n € N*. Calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n), puis P(Y =n).

(b) Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y).

EXERCICE 51. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N.
Elles suivent la méme loi définie par : Vk € N, P(X =k) = P(Y =k) = pg*“ o p €10,1[

etq=1-—p.
On considére alors les variables U et V définies par U = Sup(X,Y) et V = Inf(X,Y).

(1) Déterminer la loi du couple (U, V).
(2) Expliciter les lois marginales de U et de V.
(3) U et V sont-elles indépendantes ?
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EXERCICE 52. On admet, dans cet exercice, que :

+oo
v qe N*, Z <k>xk—q converge etVx e ]—1)1[7 Z (k>xk_q - (1—1X)q+]

k>q k=q q

Soitp € ]-1,1[.

Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, A, P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X,Y) est donnée par :

n I\" L
P(X=K)N(Y=n)) = <k> <2> p(1—p)tsik<n
0 sinon

(1) Vérifier qu’il s’agit bien d’'une loi de probabilité.
(2) Déterminer la loi de Y.

(3) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.
(4) Déterminer I'espérance de Y.

(5) Déterminer la loi de X.

EXERCICE 53. Soit A € ]0, +ool.
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*.

On suppose que Vn € N*, P(X =n) =

nn+1n+2)°
(1) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) =

x(x+1)(x+2)°
(2) Calculer A.

(3) Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

(4) X admet-elle une variance ? Justifier.

EXERCICE 54. On étudie divers modes de convergence d'une suite de fonctions f, : x —
an cos nx + by sinnx.

(1) Montrer que (f,,) — 0 uniformément < a, — 0 et b,, — 0.
(2) Montrer que [jf2 =0 < an — 0 et by, — 0.

(3) On suppose que f, — 0 simplement sur R. Montrer que a, — 0. Dans la suite
de l'exercice on cherche a prouver que b, — 0, sous I'hypothese que la suite de
fonctions (b, sinnt) tend simplement vers O.

(4) Dans cette question on suppose b, bornée. Justifier que fg b2 sin’ntdt — 0 et
en déduire que b, — 0.

(5) On ne suppose plus b, bornée. On pose b) = Inf(|b,|,1). Montrer que b}
est bornée et que (b) sinnt) tend simplement vers O. Appliquer la question
précédente et conclure.

EXERCICE 55. On considére une matrice A € My,(R) et I'endomorphisme associé u de
R™ muni de son produit scalaire canonique. Montrer qu'un hyperplan H de R" est
stable par u (i.e. VX € H,AX € H) si et seulement si la droite A = H' est stable par *A.
Comment qualifier un vecteur directeur de A ?
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1
EXERCICE 56. On considére une fonction continue f : [0,1] — R. Calculer lim [nt"f(t)dt,
0

n—+oo

1°) en utilisant le théoréme de WEIERSTRASS (¢ > 0 étant fixé, introduire un polynéme
P tel que ||[f —P|loo < €);
2°) par un habile changement de variable.

11 —16 8
EXERCICE 57. On pose A = 77 —16 —13 —4 |. Reconnaitre la transformation géométrique
8§ —4 19

associée a A, et * trouver les matrices B orthogonales telles que B? = A.

EXERCICE 58. On considére la courbe (C) d’équation \/x+./y = 1. A quelle condition deux
tangentes a (C) aux points d’abscisse x¢, x| sont-elles orthogonales ? Quel est le lieu
de leur intersection ?

1.0 1
E}jERCICE 59. OnposeA= |1 1 0
100

Trouver le polynome minimal de A, en déduire A"™. Donner une autre méthode.

sinx — siny

EXERCICE 60. Montrer que la fonction @ : (x,y) — se prolonge a une fonction

X J—
C> sur tout le plan R? [on pourra, soit chercher une expression intégrale de f, soit
utiliser le sinus cardinal]. préciser le lieu ® = 0, chercher les extrema de ©@ sur le
plan.

EXERCICE 61. (1) On suppose que la fonction F tend vers { en +oo.

n

1
Montrer que J F — € quand n — +o0.
nJo

n

(2) Soit f une fonction intégrable sur R, montrer que J tf(t)dt — 0 quand
n
n — +oo. °

3
EXERCICE 62. Etude de la série de terme général u,, = cos (n n*(In %) )

EXERCICE 63. Soit p un nombre premier. Montrer que pour 1 <k <p—1,
kl(p—k)! divisep x (p—1)! etkl(p—Kk)!Ap=1.
En déduire que p divise le coefficient binomial (}).

On se place dans un corps (commutatif) k de caractéristiquep : 1+1+...1 (p fois) = 0.
Montrer que pour tout couple (x,y) € k%, (x +y)? = xP +yP. Que peut-on en déduire
sur l'application @ : x — xP ? Montrer que I'ensemble de ses points fixes a p éléments
et que c’est un corps isomorphe a 7 /pZ (on I'appelle le sous-corps premier).

EXERCICE 64. DSE de e *sin x de plusieurs facons.

EXERCICE 65. Soit M € M, (R) telle que M3 — M? — 6M = 0. Que dire de M ? Exprimer
exp(M) comme un polynome (relativement) simple en M.

Méme question si M3 —3M? +3M — 1 =0.
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EXERCICE 66. DSE de x — In(1 + x + x?) (de plusieurs facons ?).

Xy

x+y—xy

(1) Montrer que f est définie sur [0, 112~ {(0,0)} et que f est prolongeable par conti-
nuité sur [0, 1]? en une fonction g.

)
(2) Y (x,y) € [0,11>~{(0,0)}, calculer a—g(x,y). Puis montrer que g n’est pas de classe

X
C' sur [0, 1]2.

(3) Montrer que g atteint un maximum sur [0, 1]2 et trouver ce maximum.

EXERCICE 67. Soit la fonction définie par f (x,y) =

+oc0
EXERCICE 68. Existence et calcul de I'intégrale J In <1 + 7:2> dx.
0

sont des

N — =
NN O
N =

E)iERCICE 69. Montrer que les matrices qui commutent avec A =

polynomes en A de degré < 2 (réduire A. . .).
> t
E)gERCICE 70. Existence, calcul de J et\[1 dt.
0 _

EXERCICE 71. A,B € M, (C) n'ont aucune valeur propre commune. Montrer que la ma-
U trice xa(B) est inversible.

EXERCICE 72. Soit 0 €]0,7t[ et f: x — In(1 —2x cos 0 + x2).
(1) Montrer que f est dérivable.

(2) Développer f en série entiére.

EXERCICE 73. (1) Montrer que u n’est pas bijectif.
(2) (a) Montrer que E = Ker(u) @& Im(u).
(b) Montrer que Ker(u) = Im(u? + idg).
(c) Montrer que Im(u) = Ker(u? + idg).
(3) On suppose u # 0. Montrer que le rang de u vaut 2 et qu’il existe une base de

00 0
E dans laquelle u est représenté par la matrice |0 0 —1
01 0

EXERCICE 74. Sur la parabole d’équation y = x* on définit une suite de points M,, =
(xn,Yn = x2) par la donnée de (xo,yo) et, pour tout n > 0 on prend pour M, le point
ou la normale en M,, recoupe la parabole.

Trouver une relation entre x, .1 et x,, en déduire le comportement des séries } 1/x,

et ) (—=1)"/xn

EXERCICE 75. On considére une matrice réelle antisymétrique : A = —'A. Montrer que
A? est symétrique et que ses valeurs propres sont toutes < 0. En déduire que A
est diagonalisable dans M, (C), et que ses valeurs propres sont toutes imaginaires
pures.

EXERCICE 76. M € M, ,(R),rangM = p < n. Montrer que '‘M.M est inversible.
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1T 3 32 000

E}éERCICE 77. Les matrices complexes | j j* 1] et |0 0 1| sont-elles semblables ?
it 1 000
+00

EXERCICE 78. On définit une suite d’'intégrale (J,) par J, = [

X

(1) Justifier I'existence de la suite.
(2) Calculer Jj.

(3) Trouver une relation entre ], et Jn1.

(4) * Montrer qu’il existe une constante A strictement positive telle que J, ~ 73
n

EXERCICE 79. Déterminer les points critiques de (x,y) — xy(1 —x —y).
1

—) est sommable, * calculer sa
pd(p+q—1)/p=1,g>1

Montrer que la série double des (

SOINIIIE.

EXERCICE 80. Soit A € Gl,(R) telle que *‘A = AZ.

Montrer que A3 = I puis que A est orthogonale. Montrer que le noyau de A> + A + I,
est de dimension paire. En déduire <« les angles > de A.

e

EXERCICE 81. On pose Vn € N, I, = [x(Inx)" dx.
1

(1) Calculer Iy, 1.
(2) Montrer Yn € N*, 21, + nl,_; = €.

(3) Montrer que (1) décroit.
2 2

e e
(4) Montrer Vn € N, S <IL < i

(5) Déterminer les limites de (I,)nen €t (nly)nen-

(6) Quelle est la nature des séries de terme général I, et nl,.
EXERCICE 82. Montrer successivement

1
J y" In(1—-y)dy - Ly
k:

J e 'lntdt = —y
0

L
ouy=Ilim ) = Inn (constante d’Euler).
k=1

(o.0]
Quelle propriété de la fonction T : x — J t*Te~tdt avez-vous démontrée ?
0
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EXERCICE 83. On considére une isométrie u € O, (R).

a) Montrer que toute valeur propre de u vaut +1.

b) soient E; et E_; les espaces propres de u. Montrer que F = (E; @ E_;)* est stable
par u.

c) On considére ensuite la restriction v de u a F. Montrer que v est une isométrie dont
le spectre est vide.

d) En déduire que le polynéme minimal de v est produit de trinomes irréductibles,
puis que v posséde un plan stable (si w,(X) = [](X* + aX + b), considérer un x €
Ker(u? + au+bid) ).

e) On revient au cas général. Montrer qu’il existe une BON dans laquelle la matrice
de u est diagonale par blocs 1x1 ou 2x2.

1

dx. Calculer 1,, et sa limite.

nx
EXERCICE 84. O Ih=| ———=
}i n pose I, L T

Etudier le mode de convergence de la suite f, : x — LH sur R;.
1 +nx
EXERCICE 85. Ecrire, puis diagonaliser la matrice A dont le terme d’indices (i,j) est 1j?.

EXERCICE 86. On pose I, = [ |sin™ tle ' dt. Calculer la limite de I,.
0

Trouver une relation de récurrence entre I,, et I,,_;.
* Comparer I, /I, > an %/(n —2)~% pour un « adéquat, en déduire un équivalent de
Ih.

EXERCICE 87. Soient u,v deux endomorphismes d'un ev de dimension finie E. En considérant
un supplémentaire G dans E de Keru, montrer que

lrangu —rangv| < rang(u +v)
puis (en considérant Imu + Imv) que

rang(u +v) < rangu +rangv

Donner deux exemples avec rang(u+v) = rangu+rangv (resp. rang(u+v) < rangu-+
rangv)

o0
EXERCICE 88. f(x) = 5 amtir;mx)

n=1

. Continuité, dérivabilité, limites de f.
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EXERCICE 89. ** On munit E = R, [X] du produit scalaire (P|Q) jP x Q.

1
On définit u: E — E par u(P)(X) = [(X+ t)"P(t) dt.

0
a) Montrer que u est un endomorphisme, bijectif, symétrique. Pour Il'injectivité on
pourra montrer que si P est élément du noyau, alors il est orthogonal a tous les
éléments de la base canonique de E.
b) Justifier I'existence d’'une BON (Py...P,) de vecteurs propres de u et montrer qu’'on
a l'identité

X + y Z )\kPk

ou les A\ sont les valeurs propres associées aux Py (multiplier par un P(x),P € E et

intégrer).
c) En déduire (par intégration) la trace de u.

EXERCICE 90. On considére n complexes non nuls, tous distincts, a;...a, et on pose
0 a .. an

P(x) = det(A 4+ xI), ou A= | @ °
. an
ay ... Qn—1 0

Quel est le degré du polynome P ? Calculer P(a;), décomposer la fraction P(x) / [T(x—ai)

i=1

et en déduire det A.

1 2
E}]ERCICE 91. Montrer que I, = [In(1+ t") dt tend vers O, puis que c’est équivalent a 172[
0

2

1
(on donne )_ 2= ?)'

EXERCICE 92. Soit u I'endomorphisme de (M, (K)) défini par u(M) = *M. Calculer detu.

EXERCICE 93. Etudier la suite (u,) définie par Y¥n € N*,u, € [0,1] et u, est racine de
x™ +xy/n—1=0. Montrer que w,, — 0 puis étudier la convergence de (}_ u,).

EXERCICE 94 Etudier la su1te définie par uy > 0,un 1 = upe . Trouver un équivalent de
1
Un — )

31 -1
EXERCICE 95. On pose A= |1 1 1 |. A est-elle diagonalisable ? pourquoi ?
2 0

2
210
Montrer que A est semblableaB= [0 2 1. Calculer A™ pourn € Z.
0 0 2

EXERCICE 96. On pose u,, = cos(nyn? +n +2). Faire un développement de mvn? +n+2
se terminant par O(%). Type de convergence de ) u, ?
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Uny1 = %bn
EXERCICE 97. On considére trois suites vérifiant les relations de récurrence { b, .1 = %an + cn
Cnt1 = %(an + bn)
En posant X, = le vecteur de coordonnées a,, by, cn, trouver A telle que le systéme
équivale a X,;+1 = AX,. Diagonaliser A. Montrer que A est semblable a la matrice
1 0 0
B=|0 —-1/4 0 . Quelle est la limite de B™ quand n — +o0 ?
0O 0 -=3/4

Trouver un polynéme P tel que P(1) = 1,P(—1/4) = P(—3/4) = 0 et exprimer P(B). En
déduire la limite de A™, puis la convergence des suites (ay), (bn), (cn).

EXERCICE 98. E = R[X] (on pourra commencer par R3[X]).
P P(1—-X
On pose @ (P)(X) = b + 2( ).
Montrer que ® € L(E), calculer ® o ® et donner les éléments caractéristiques de ®
(on pourra écrire la formule de TAYLOR pour les polynémes au voisinage de 1/2).

EXERCICE 99. On pose pour n € N*,f,(x) = e ™ — 2e 2™ Montrer que f,, est intégrable

X roo
sur I =R, et calculer fgo fn. Que vaut Z J fn?
0
n=1

Montrer que ) f, converge simplement sur I, calculer sa somme S = ) 7, f, puis
fgo S (on prouvera l'intégrabilité de S sur I).
O oo
En déduire sans aucun calcul la nature de la série ZJ [frl.
0

n=1

00 0O
E)éERCICE 100. A € M;3(R), et A3 = —A. Montrer que A est semblablea |0 0 —1
01 0

1 1
EXERCICE 101. On pose H,, =1+ 7 4+ 4 o

1°) Equivalent simple de H,, ?
H
2°) Convergence de la série 5 —————— ¢
8 ng] nn+1)
3°) En revenant aux sommes partielles et en remarquant la valeur de H, 1 — Hy,
montrer que la somme de cette série est /6.

EXZERCICE 102. Existe-t-il une norme || || sur My (R) pour laquelle on ait toujours ||AB|| =
IBA[ 2

EXERCICE 103. On suppose que f € £(E) vérifie f> = —id (E étant un ev réel de dimension
n). Montrer que si (x1,...xp, f(x1),...f(xp_1)) est libre, alors (x1,...xp, f(x1),... f(xp_1), f(xp))
I'est aussi.
En déduire qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est <IO _Olp). Que
P

conclure surn ?
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EXERCICE 104. * On définit une suite de fonctions de la variable réelle par
X

folx) =1 et VneN fi(x) :J Vfn(t)dt
0

Calculer f1, f2, f3 et montrer que de facon générale f,(x) = p,xPr. Préciser B, donner
une relation entre les py.

1
Vérifier que —Inp, =Inf, + 7 Inp,_1+..., et calculer lim f3,,.

En déduire que la suite (f,,) converge simplement. Vers quoi ? Uniformément ? Ou ?

EXERCICE 105. * Montrer qu'une des deux solutions de I'équation x* + x — a = 0 est une
fonction DSE x(a) du parameétre a pour |a| < 1/4 et qui s’annule en O.
Soit A une matrice nilpotente (il existe un entier p > 0 tel que AP = 0). Pourquoi toute
< série entiére en A >, i.e. Y o A¥, est-elle convergente ?
A I'aide de la premiére question, proposer une solution M de I'équation M?*+M = A, et
montrer que cette solution est nilpotente. Existe-t-il, par ailleurs, une autre solution,
non nilpotente ?

EXERCICE 106. On pose ¢,(t) = n?(t" — t™1) et f € C°([0, 1], R). Limite simple de la suite
bn x fsur[0,1]?
Montrer que jg) bn — 1, puis que fg) bn x f— f(1).
Donner un contre-exemple au théoreme de convergence dominée (quand justement
I'hypothése de domination n’est pas vérifiée).

EXERCICE 107. Trouver tous les sev stables de I'endomorphisme réel (resp. complexe)
1T 1 -1
associcaA=[1 1 1
1T 1 1

EXERCICE 108. Trouver toutes les droites incluses dans la surface S : x> +y3 = a?z (a > 0)
(paramétrer une telle droite sous la forme My + tii,t € R,M, € S, € R3).

a—Ccosx
b —cosx)

T
EXERCICE 109. Calculer pour a >1,b > 1, gln(b ~cosx

EXERCICE 110. La matrice carrée A a des zéros partout, sauf sur la diagonale, la surdia-
gonale et le coin inférieur gauche, ou il y a des 1. Dessiner A. Est-elle inversible ?
Calculer son inverse si possible.

*® ot 2
EXERCICE 111. Exist de l'intégrale ] = | —— dt. Mont [=) —.
xistence de l'intégrale { sht ontrer que néo Gn 1)
1 2
Calculer la somme de cette série en admettant que )_ i %
n>1

EXERCICE 112. Est-il possible qu’il existe une suite périodique (a), de période p > 1, et
un entier k > 1 telle que Vn ay, = a, ? En donner un exemple.
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+00 X2
E}]ERCICE 113. On pose f: x — J e Vi dt, f est-elle définie, continue, dérivable et ou

0
cela?

Calculer f a l'aide d'un changement de variable sur I'expression de f’.

EXERCICE 114. La matrice A € M, (R) vérifie A> = A + I, ; montrer que det A > 0.

EXERCICE 115. Donner la limite de jz f(t) cosntdt quand n — +oo,
1 Pour f en escalier sur le segment [a, b],
2 pour f continue par morceaux ;
3 pour f intégrable sur ]a, b[=]0, +ool.
En déduire la limite de [;° f(t) sin’(nt) dt.

EXERCICE 116. La matrice A € My (R) vérifie A> + A? + A = 0; montrer que son rang est
pair.

EXERCICE 117. Domaine de définition Dy de f(x,y) = xyy/1 —x%—2y? ? Montrer que la
"< courbe > f = 0 est réunion de deux segments et d’'un bout de conique a préciser.

Trouver les extrema de f sur D¢ (on se raménera a travailler sur I'ouvert (x > 0,y >
0,x? +2y? < 1)).

2n
1 .
E)@ERCICE 118. Rayon de convergence R de Z( Z ﬁ)xn' Etude aux points £R.
n  k=n+l

EXERCICE 119. La matrice A € M;,(R) vérifie A2 = 0 ; montrer que son rang est < n.

EXERCICE 120. Convergence des séries de terme général
n+1." b (="

——) —a——etv, = .
no2 n n (it

e = (

EXERCICE 121. Soit A € M,(R) de trace non nulle et ®(M) = Tr(A)M — Tr(M)A ; montrer
que ® est un endomorphisme de M, (R), préciser son noyau, son rang, son image
(cette derniére a une équation tres simple).

Peut-on diagonaliser @ ? (indic : polynéme annulateur simple. . .)

EXERCICE 122. a, = | g t"v1 —t2dt. Montrer que la suite est positive, décroissante. Cal-
culer quelques termes (calculette ou poser t = sinu).
1

Montrer que la suite vérifie la relation de récurrence a,; = %an.

n
Montrer par ailleurs que a1 ~ a, (encadrer).
Enfin prouver que (n+ 1)(n + 2)(n + 3)anany1 est une constante (que I'on calculera),
et en déduire un équivalent de a, ainsi que la convergence de (}_ a,).

Calculer ) ay.

n>0
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'l X
P.
x—17
Montrer que P — Q est un endomorphisme de R, [X].

Préciser sa matrice dans la base des ((X —1)?),—o_n (vérifier que c’en est une). Idem
dans la base canonique. Spectre de cette application ?

EXERCICE 123. Pour P € R,[X] et x # 1 on pose Q(x) =

sinnx

EXERCICE 124. Etude de la suite d’intégrales J dx (existence, éventuellement

o nx+x%
limite. . .)

EXERCICE 125. Soit u € £L(R?) tq u® +u? +u = 0, quelles valeurs peut prendre Tr u ?
EXERCICE 126. Soit f(x) = arctan(1 + x). DSE au voisinage de zéro ? Rayon ?

EXERCICE 127. On considére une surface d’équation F(p,v,T) = 0 ou F est une fonction
de classe C'. On suppose que, sur la surface, chacune des variables p,v,T peut
s’exprimer comme une fonction de classe C' des deux autres — ainsi p = p(v, T), etc.

Démontrer alors la relation
Op oT ov

dT ovdp
Vérifier quand (par exemple) pv = nRT!

0 0 1
EXERCICE 128. A = O 0 1 est-elle inversible ? Diagonalisable ? Elements propres ?
1 1

EXERCICE 129. On prend deux suites telles que |a,| ~ [b,|. Montrer que les séries entiéres
> anx" et ) byx" ont méme rayon de convergence. Indic : ne pas utiliser un critére
inadéquat.

- % 1n(1 242
EXERCICE 130. Etablir que | In(l +x7)

J e dt existe et vaut wiln(1 + |x|).

EXERCICE 131. Diagonalisabilité de la matrice U avec des 1 sur la premiére et la derniére
colonne, la derniere ligne et O ailleurs ?

X
EXERCICE 132. Montrer que jcos(t3) dt admet une limite quand X — oo (on pourra mul-
1

tiplier et diviser par 3t?).

Que pensez-vous de [ cos(vVt> —t)dt?...
1
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EXERCICE 133. On considére un sous-groupe G de G{,(R). On suppose que tout élément

A de G vérifie A*> = 1,,, en déduire que tout élément de G est diagonalisable, et que G
est commutatif.
Soient A et B deux matrices diagonalisables qui commutent. Montrer que tout espace
propre de B est stable par A et en déduire qu’il existe une matrice inversible P telle
que P7TAP et P~'BP sont diagonales. Etendre ce résultat a toutes les matrices de G,
en déduire que G est fini et enfin que son cardinal est une puissance de 2.

nx

E)?ERCICE 134. Domaine de définition, de continuité, de f(x) = Y 2>, & — ?

n=1 x+n *
Montrer que f(x) ~ Y >,

e*TIX

quand x — 0 et en donner un équivalent plus simple.

On A
Montrer que si B est diagonalisable alors A I'est (on calculera B* et plus généralement

P(B) pour P € R[X]). En raisonnant sur les polynémes minimaux pa, ug, donner la
CNS tres simple sur A pour que B soit diagonalisable.

EXERCICE 135. Soit A € M,(R), on définit alors B = < A A).

EXERCICE 136. On fixe m €]0, 1[. Montrer que I'’ensemble des fonctions f a valeurs réelles
qui vérifient
Vx € [0,1] f'(x) = f(mx)
forme un espace vectoriel. Montrer qu’elles sont développables en série entiére dans
un voisinage de 0, expliciter le développement et donner son rayon de convergence.

0 2 1
EXERCICE 137. Montrer que la matrice A = | -2 0 —2| est diagonalisable dans C,
-1 2 0
0 —x O
puis qu'elle est semblable dans R a |« 0 0| (préciser «). Résoudre le systéme
0 0 0
—7
différentiel X' = AX avec la condition initiale X(0) = | 16 |. Montrer plus généralement
8

que toutes les courbes solutions sont des cercles.

EXERCICE 138. Soient deux matrices complexes A, B ayant une seule valeur propre et C

une matrice quelconque. On pose D = <A C).

0 B
A quelle condition C sera-t-elle diagonalisable ?
12 ... n

2 3
EXERCICE 139. Soit A = | . .

. Est-elle diagonalisable ? Valeurs propres ?
n 1l ... n—1

Déterminant?

Ecrire A comme combinaison linéaire de matrices ne contenant que des 1 et des O.

Ces derniéres sont-elles diagonalisables ? Quelles sont leurs vp ? Commutent-elles

entre elles ?

1
E)%ERCICE 140. La fonction x — F(x) = [In (W
: _

> dt est-elle définie pour x > 0 ? conti-

nue?...



SELECTION D’EXERCICES D’ORAUX 26

n
EXERCICE 141. Limite quand n — +oo de A, = <1}n 1 <n> ,

x
VT2

pour I'équation homogéne.

E)]ERCICE 142. Résoudre (1 —x?)y” —3xy’ —y =

On pourra tester la fonction y =

1
vV1—x2

EXERCICE 143. Soit C le cercle unité, F un point intérieur a C. On demande le lieu des
centres des cercles C' passant par F et tangents a C. Idem quand F est a I'extérieur.
Indication : deux cercles sont tangents quand le systeme constitué par leurs deux
équations a une racine double.

EXERCICE 144. f est une fonction continue sur [0, 1].
n
k
On pose By (f)(x) = Z (2) f(E)XkU —x)" . On va prouver que la suite de polynémes
k=0
(Bn) converge vers f, uniformément sur [0, 1].
(1) Soit S,, une v.a. suivant une loi binomiale B(n,x) (on prend x € [0, 1]). Montrer
P — > < —.
que pour tout « > 0,P(|Sy, —nx| > n«) ol
(2) On considére la v.a. f(3*). Montrer que E (f(22)) = By (f)(x).
(3) Rappeler la définition de la continuité uniforme ainsi que le théoréme de Heine.
En déduire que pour tout ¢ > 0 il existe un « > 0 tel que

Vx € [0,1] Yk € [0,n] ( -

x—i‘ <= ‘f(x)—f(k)‘ gs)

(4) Justifier | Y (f(

k
\;fxboc

=Nk

) = 100)P(S = )| < 20 foP(1Z2 x| > o0

(5) Que vaut Z (E) f(x)x*(1 —x)v k2
k=0

(6) Montrer qu’il existe ny tel que pour tout n > ny on ait |B,(f)(x) — f(x)| < 2¢
indépendamment de x € [0, 1].




