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Indications
)
sin” nx
fn(x) =
sinnx
ny/x
ncos™xsinx est “pas trop petit” au voisinage de /2 plutot que de O.
jg g(t™)dt: g(t™) va étre proche de g(0) sur le plus gros de l'intervalle.
n (_] )pxp—H
p=0 P + 1
Poser a, x =0 pour k > n, cela simplifie les calculs. Utiliser la monotonie a k fixé.
L’étude de la suite récurrente (x fixé ne devrait pas étre difficile (monotonie, point fixe. . .). Ensuite
Un — \/)z
Un—1 — \/;(

Dans le cas discret, diviser par le plus gros terme.

- : regarder prés de O pour minorer le sup.
nsinx

: on peut majorer sin de deux facons (au moins). . .
—In(1 +x) : reste d'une série, expression intégrale.

majorer grace au TAF. Itérer mais seulement a partir de n = 2.

Dans le cas continu, minorer [ |f[P par J"z;’fz(HfHoo — )P

Sup d’'un polynéme sur R ??? Etudier ||P;, — Pri1lloo-

Suivre I'indication. Avec la monotonie (y compris de f, a établir) on obtient f,, (x) — f(x) < fn(a;)
flai—1) < falai) — f(ai) + ¢ et de méme pour minorer. Aprés on a par CV simple Vi=1...N, f,(a;)
f(ai) < € a partir d'un certain rang.

Si xn, — x on utilise la CV au point x : |[f,, (x) — f(x)| < e pour p > P. Aprés
I —fr, loo = [f(xn, ) — i, (en, ) < Hxn, ) — FO0)] + [F(x) — f, (X)] 4 [Fr, () — iy, (X0, )l

et on utilise la continuité des deux applications. On finit en notant que la suite ||f — ;|| est
décroissante.
Truc : multiplier par sin 5. On peut encadrer

Ne pas hésiter a estimer les sups grace a des valeurs ou limites particuliéres.

(=n" .
— mais pas

Un (—1)™ n’oblige pas a utiliser le TSA. .. Celui-ci s’applique bien a u,(x) = e It

sur ]0, 4o0[. Voir si on trouve néanmoins une majoration du reste. . .
on

> ]_Xxﬁ : dans le doute on revient a la définition. . .
e XV : CV par un procédé trés trés banal, qui marche, si si! Equivalent : comparer a des intégrales.

La série est télescopique donc la CVS est facile. Il est facile aussi de calculer [u,. Cet exercice
fournit un contre-exemple a I'ITAT, on en déduit qu’il n’y a pas CVU.

Poser M = ||[fo]| et majorer [f,(x)| par un polynéme. On trouve ensuite F par une équation
différentielle trés simple.

Utiliser la deuxiéme partie du TSA.

La CVN ne s’applique qu’aux séries, pas aux suites; mais étudier la suite (f,,) est équivalent a
étudier la série (> —fn_1)...
Pour majorer | [[(1 4 |q™|«|)| passer aux logarithmes.

Majorer un reste grace au TSA.
A défaut de théoréme d’interversion, on montrer que l'intégrale du reste de la série tend vers 0, a
la main.

Utiliser le TSA a fond.

Développer In(1 — t) et étudier la série qui apparait.

Que vaut [ f x P pour un polynome P ? Remplacer P par une suite (P,) qui tende vers f.

Si f = P € R[X] on calcule facilement | (1) nt"P(t)dt — P(1) en écrivant P comme une combinaison
linéaire de puissances de t. Dans le cas général, estimer [f(1) — [ (1) nt™f(t) dt| en faisant apparaitre

P(1) et [ nt™P(t) dt.
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La CVU n’est pas immédiate. Pourtant f,, — f est une fonction croissante, mais ce n’est pas facile
a prouver! Cet exercice sera bien plus facile avec le thm de convergence dominée. . .

On peut au moins minorer |In(1— e ™*| par e "*. Cela permet de trouver la limite en 0*. Pour +oco
1

1
L. 1 ) <L
on peut passer par une série double et majorer T S
Pour p on peut utiliser le TSA, mais attention aux conditions de décroissance de |TG|.
Le TSA n’est utile que pour définir f, aprés on a de la CVN sur [«, +ool.

1
Pour la relation, écrire f(x) = — +....
X

Pour les équivalents, utiliser le TSA pour obtenir des encadrements de f.

Montrer par un DL que a,, = O(1/n?), en déduire que e®" converge puis un équivalent de u,,. Suite
plutét pour 5/2, avec notamment le DSE

(1—t) = Z(*UnX(X_1)(X_2)”'(X_n+1)tn

vtel—1,110
n!

n=>0

Refaire 'exo sur la convergence de la suite récursive u,, 1 = sinu,,. Ensuite utiliser le TSA.
Encadrer e ™'t par deux intégrales, au hasard entre n et n + 1.

Déja réduire l'intégrale a [0,7t/2]. En intégrant TaT, on est amené a recalculer les intégrales de
WALLIS d’indice pair.

Cet exercice commence par l'exercice 5.

Ensuite on utilise que A N
B €p R
exp(p)—H—p + . ouep, — 0
et un DL encore plus long pour la derniére formule.
Celle-1a fait apparaitre le crochet de Lie [A,B] = AB — BA qui est une multiplication (associative,
mais pas commutative). On s’en sert pour montrer que si A,B € M alors (avec un passage a la
limite) A + B et [A, B] itou.



