MP Espaces préhilbertiens

EXERCICE 1. Vérifier que <,> est un produit scalaire défini sur I'espace vectoriel E, dans les cas

suivants : :
A E=R% < (4y),(y") >=xx'+ 504" +xy) +yy".
1
b) E =C°(-1,1,R), <f,g >:J t% f(t)g(t) dt.
-1
1
IE=C-21LR), <fig>=| fitg'(t)dt+T0)g(0).
-2
“+oo
d) E=L2(R,)={f€C°0,+o0,R) | [f|* intégrable sur [0,+oo[}, < f,g >:J f(t)g(t) dt.
0
e) E = e.v. des fonctions a valeurs réelles, continues et bornées sur R,
“+oo 5
<f,g >:J e U f(t)g(t)dt
n
DE=RyX, <PQ>= Z P(x1)Q(x¢), ou x¢,x1,...,%xn sont des réels distincts (condition sur
i=0
p,n?). 1
P(x)Q(x)
E=R[X], <P,Q>= [ ——dx
g Q=
EXERCICE 2.
' <\
Montrer que AM est C
maximum pour M=C En déduire que sur cette figure
quand M parcourt le (ou M décrit le triangle hachur¢)
triangle. ona
\ inf(MA,MB,MC) <R
M
[ 1
A
B C

EXERCICE 3. Montrer I'inégalité entre réels (a+b+c)v2 < Va2 + b2+vb2 + c24+/c2 + a? (un dessin
suffit!)

EXERCICE 4. On considére I'espace des variables aléatoires discrétes réelles bornées sur un espace
{ probabilisé (Q, A). Est-ce que la Covariance y définit un produit scalaire ?

EXERCICE 5. On pose H = {(xp)nen € RY | 5 (xni1 — %n)? < +o0}. Montrer que H est un espace
préhilbertien (donner une norme préhilbertienne / un p.s. convenables).

EXERCICE 6. Soit E un espace préhilbertien et (x,y) € E2. Calculer | (|y|*x— < x,y > y)|? et
retrouver ainsi I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, ainsi que le cas d’égalité.



EXERCICE 7. } Soit E un espace préhilbertien et f,g deux applications de E dans lui méme telles
! queV(x,y) € E2, (f(x)|y) = (x|g(y)). Montrer que f et g sont linéaires.

EXERCICE 8. Dans E = C°([-1,1],R) muni du produit scalaire canonique, montrer que I'ortho-
gonal de F = fonctions nulles sur [0,1] n’est autre que G = fonctions nulles sur [—1,0]. Si
g est dans l'orthogonal, introduire une fonction f,, de F qui coincide avec g sur [—1,—1/n]. Sont-ils
supplémentaires ? Montrer qu’ils sont fermés.

Variante : quel est I'orthogonal de I'espace des fonctions polynémes ? (utiliser le théoréme de
WEIERSTRASS).

EXERCICE 9. { On considére un espace préhibertien réel E et une application u de E dans lui-méme
qui conserve l'origine et la distance :

u(0) =0 et Y(x,y)eE® [u(x)—uly)l=Ilx—yl

Montrer successivement que u conserve la norme, le produit scalaire, puis (en évaluant
llu(x + Ay) —u(x) — Au(y)|I*) que u est linéaire.

EXERCICE 10. 7 * On considére un espace vectoriel réel E muni d'une norme x — ||x|| qui vérifie
l'identité de la médiane. Montrer que E est préhilbertien, c’est a dire que I'application f(x,y) =

1
) (Ix +yll> = llx — ylI*) est un produit scalaire.

On pourra montrer que f(2x,z) = 2f(x, z) puis f(x +y,z) = f(x,z) + f(y, z).

EXERCICE 11. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note E = R,,[X] qu’on munit du
produit scalaire

1
(P,Q) € B2+ (P|Q) = L P(t)Q(t) dt.

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p. Donner sans démonstration la
dimension de F*.

2. On prend dans cette question n = 2.
Déterminer une base du sous-espace (R;[X])*.

3. On revient au cas général : n > 2 et soit L, € (R,,_1[X])* non nul.

(a) Déterminer le degré de L,,. Mq L,, est défini a une constante prés.
1

(b) On pose, lorsque cela est possible, pour x réel : ¢(x) = J L. (t)t*dt.
0

i. Montrer que ¢ est une fonction rationnelle. ... et la calculer pour n = 2.

ii. Déterminer les zéros et les péles de ¢ et leurs ordres de multiplicité.
On pourra examiner les degrés du dénominateur et du numérateur de la fonction
rationnelle .

iii. En déduire une expression de ¢, a une constante multiplicative prés, faisant
apparaitre le numérateur et le dénominateur sous forme factorisée.

(c) En utilisant la décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle o,
exprimer les coefficients de L,,.

EXERCICE 12. (E et son dual, une question de topologie)
1
* On munit I'espace vectoriel R[X] de < P,Q >= J P(t)Q(t) dt.
0
Existe-t-il A € R[X] tel que VP e RIX], < A,P>=P(0) ?

D’aprés (E3A 2020)



EXERCICE 13. a) Montrer que < toute forme linéaire sur un espace euclidien est un produit sca-
laire », cad que I'application
a— (@a:x— (alx))

qui associe a tout vecteur a € E la forme linéaire A € E* est un isomorphisme.
b) En déduire que, pour tout endomorphisme u € L(E) et tout vecteur y € E, il existe un et

un seul vecteur u*(y) tel que
Vx e B (ux)|y) = (xlu(y)).

c) On a ainsi défini une application u*. Montrer qu’elle est linéaire (c’est I'adjoint de u et
c’est hors-programme).

d) Soit A la matrice de u dans une base orthonormale (e1,...e,). En notant que a;; =
(eilu(e;)), reconnaitre la matrice de u* dans la méme base.

EXERCICE 14. Soient (aj,az,...,an), (b1,ba,...,bn) € R™. Montrer que

(E) < (Ere) (£1)

1 1
EXERCICE 15. Soient f, g € C°([0, 1], R), positives et telles que fg > 1. Montrer que <J f) . (J g) >1.
0 0

EXERCICE 16. Soit X I'’ensemble des applications continues de [0, 1] dans R . Montrer que la quan-
1

1

tité J f.J 1/f admet un minimum sur X, qui est atteint pour les seuls éléments constants
o Jo

de X.

EXERCICE 17. Soit E un espace préhilbertien, et soit e un vecteur unitaire, H I'hyperplan orthogo-
nal a e.

a) Montrer que l'application x — x — (e|x)e est la projection orthogonale sur H.

b) Quelle est Ia distance d’'un vecteur x de E a H ? Quelle est sa distance a la droite vectorielle
engendrée par e ?

EXERCICE 18. Soit p un projecteur d’'un espace préhibertien réel E. On rappelle que p est ortho-
gonal lorsque Ker(p) = Im(p)t. Montrer que p est orthogonal si et seulement si p diminue les
distances, i.e. Vx € E, [|[p(x)|| < ||x]-

EXERCICE 19. Ondelettes de Haar :

On pose ¢(x) = Xj0,1,/21 — X[1,2,11 cad que ¢ vaut 1 (resp. -1) si et seulement si x est compris
strictement entre O et 1/2 (resp. 1/2 et 1). On en déduit par ce qu’on appelle un < change-
ment d’échelle > @n k(x) = @(2"x —k) neN keZ.

Montrer que la famille des ¢, x,n € N,k € Z est orthogonale pour le produit scalaire (f|g) =
Jr f-9. On pourra considérer le support des ¢, \ : cest le plus petit intervalle en dehors
duquel la fonction est nulle; et montrer que si les supports de ¢ x €t ¢/ x/ se rencontrent,
c’est que I'un est inclus dans I'autre. (Indic : dessiner!!!)

** Montrer qu’'en rajoutant la fonction 1, on obtient une famille totale sur I'espace des
fonctions continues par morceaux sur un segment (ceci sert au protocole de compression
d’images JPEG).

EXERCICE 20. { Soit E un espace préhilbertien réel, n € N*, et ej,ez,...,en € E tels que:
n

Vie{l,2,...,n}, Jell=1 et VxeE, Y <ey,x>=|x|%
i=1

a) Montrer d’abord que (ey,...,e,) est une famille orthogonale.
b) Montrer ensuite que c’est une base de E (qui n’est PAS supposé de dim finie!).




EXERCICE 21. Familles de polynomes orthogonaux.

On considére E = R[X] muni d’'un produit scalaire de la forme (P|Q) = jz PQu ou u est une
fonction > 0 (on admet qu’'on a bien un p.s.).

a) Montrer qu’il existe une famille orthogonale (P,,) de polynémes unitaires tels que d°P,, = n.

b) Montrer que cette famille est unique. Pour cela, considérer E,, = R,,[X] et I'orthogonal dans
E, de E,,_;. On observera que P, | E,, ;.

c) Vérifier que VP,Q € E (XP|Q) = (P|XQ).

d) On consideére D,, = P,;;1 — XP,,. Pourquoi est-ce que D, € E,; ?

On écrit alors D,, = ZQ:O ax Px. Justifier que Dy, L Po,P1...Ph_3.

En déduire que ap = a1 =...a,_2 =0, puis qu’il existe des scalaires A\, 1, tels que

PTL—H = (X - }\n)Pn + HnPn—l

e) * Exprimer A, 11, en fonction des normes de certains Py.

dx lorsque (a,b) parcourt R?.

j(ﬁ—ax—b)z

EXERCICE 22. Trouver le minimum de —

EXERCICE 23. (calculatrice)
1

Trouver le minimum de J(lnx — ax —b)?dx lorsque (a,b) décrit R?. Bien préciser dans quel
0
espace préhilbertien on se place.

EXERCICE 24. E = M,,(R). Montrer que (A,B) — Tr(*AB) fait de E un espace euclidien. Quel y est
l'orthogonal de I'ensemble des matrices symétriques S ={A € E | A = 'A}? En déduire que la

distance d’'une matrice quelconque M = [m; ;] a I'espace S vaut Inf > (my; —myq)l.
AES 1<
=X YJ\TL

EXERCICE 25. La classe de MP de Ramanujan City (dans la banlieue de Chennai, jadis Madras) a
n étudiants. Il est facile de construire un espace euclidien de dimension n ou ces n étudiants
sont des vecteurs unitaires et équidistants. Mais peut-on réaliser cela dans une dimension
strictement inférieure a n ? Quel est alors I'angle entre deux étudiants de MP ? (commencer
parn = 2,3,4).

1 ud

EXERCICE 26. (Mines) Etablir pour P € R[X]J P(t)dt = —iJ P(e't)eltdt (* attention au piége!).
—1 0

Ensuite établir les inégalités faciles, voire triviales :

1 2 ! 2 " ity|2 1 it —it
L P(t) dtgL P(t) dtgL P(elt)] dt:iLTP(e ).P(ett)dt

2
<7y ai.

En déduire pour toute famille de réels (ap...an) queI'ona 0 < —_
Kk=oi=o k+{+1 k=0

Rem : C’est une comparaison de normes sur R[X].

EXERCICE 27. (Sup) Dans E = R* muni de sa structure euclidienne canonique, on définit le plan F

+ y =0 .

Lt o= 0 dans la base canonique.

Donner les expressions analytiques de la distance a F, de la projection orthogonale sur F, et
du symétrique par rapport a F parallélement a F- du point M = (x,y, z, t).

B , X
par ses équations : {




EXERCICE 28. (D’aprés le concours commun marocain 2002)

Soit p I'espace vectoriel engendré par les sinusoides, c'est a dire I'ensemble des f : t —
2?21 a; sin(wit+ @) ou n est un entier quelconque et les ai, @i, w; sont des réels arbitraires.
Une base de cet espace est I'ensemble des (cos wt, sin wt) ot w décrit R.

1
Montrer que la quantité X fé( f x g admet une limite pour X — +oo pour tout couple (f, g) € p2.

1
On pose (f|g) = XETOO X f?; f x g, montrer que c’est un produit scalaire. Que dire de la base

ci-dessus par rapport a ce produit scalaire ?

** On considére I'espace plus grand B défini comme les sommes infinies ) ;. aisin(w;t +
¢i), avec la condition de convergence normale Y |a;| < +oo. Montrer que le produit scalaire
précédent se prolonge a cet espace (fonctions presque périodiques de BOHR).

EXERCICE 29. Régression linéaire.

On considére un ensemble de points donnés M; = (xi,yi) € R?,i = 1...n. Caractériser la

droite d’équation y = ax + b qui minimise la somme des carrés des distances (verticales) aux
n

M, i.e. qui minimise la quantité y_(y; — ax; —b)?2.

i=1
On montrera entre autres choses que cette droite passe par Iisobarycentre des M. Il sera
avantageux de noter truc pour la moyenne % > truci.

EXERCICE 30. On considére une partie A convexe et compacte de E, non vide. Soit x € E.

1) Montrer que d(x,A) est atteinte.

2) On suppose que la distance est atteinte en a € A et aussi en b € A avec a # b. Montrer,
avec un dessin bien argumenté, ou l'identité de la médiane, que cela ne peut pas étre.

On définit donc ainsi une projection comme le point de A ou le minimum de la distance est
atteint!

3) Montrer qu’avec A non compact ou non convexe on n’a plus forcément existence ou uni-
cité.

Dans toute la fin, on travaille dans un espace euclidien (dimension finie).

EXERCICE 31. Soit A une matrice symétrique, montrer que la somme des carrés des éléments de
A est égale a la somme des carrés de ses valeurs propres :

n

2 2

Z ai; = Z Ak
1,j k=1

EXERCICE 32. Montrer que A € M, (R) est semblable a une matrice symétrique réelle < elle
| est diagonalisable.

EXERCICE 33. On considére E = R, [X] et u définie par u : P(X) — X"P(1/X). Vérifier que u € L(E)
! puis que u est diagonalisable, donner une base de vecteurs propres. (Mines-Ponts PC).

v
x|

grande des valeurs absolues des valeurs propres de v. Quand a-t-on égalité ?

* Soit A € My (R) une matrice carrée quelconque, montrer que S = *AA est symétrique et que
ses v.p. sont positives, puis que

EXERCICE 34. { Soit v un endomorphisme symétrique. Montrer que

est majoré par la plus

¥X € Mn(R) [JAX] < VAX]|

ou A est la plus grande valeur propre de S — et que cette inégalité est atteinte < X € E,(S)
(A s’appelle le rayon spectral de S).




EXERCICE 35. { On dira que u est antisymétrique si dans une base orthonormale sa matrice
est antisymétrique : *A = —A. Montrer que cela équivaut a Vx € E < x | u(x) >= 0 (pour la
réciproque, développer '(X + Y)(*A + A)(X +Y)).

Montrer que la seule vp (réelle) possible d’'un endomorphisme antisymeétrique est 0.
n

A
Montrer que si A est antisymétrique, alors expA = Z - est une matrice de rotation.
n=>0

EXERCICE 36. Soit A une matrice antisymétrique. Montrer que A? est symétrique et que ses va-
leurs propres sont toutes < 0. Qu’en déduire sur les vp complexes de A ?

Soit X € Mn1(C),X # 0,A € C tels que AX = AX. Que dire de Vect(Re X,Im X) ?
En déduire que A est semblable a une matrice diagonale par blocs qui sont des O ou des

matrices 2 x 2 de la forme (2 —Oa) ,yaeR.

EXERCICE 37. On considére un vecteur unitaire a € E, k # —1 un réel. Vérifier que I'application
f:ix—x+k(alx)a
est symétrique et que c’est un automorphisme, étudier ses éléments propres.

EXERCICE 38. A ¢ M, (R) est symétrique et B = A3 + A + I,,. Montrer que A est un polynéme en B
(on pourra utiliser libéralement l'interpolation de Lagrange : pour toute famille A\q,...,A, de
réels distincts et toute famille py, ...y, il existe un polynoéme P tel que Vi=1...n,P(A;) = wi).

EXERCICE 39. { Ici E = R3. Montrer que I'endomorphisme u : x — a/\x est antisymétrique (a est un
vecteur fixé). Quelle est sa matrice? En choisissant une base judicieuse, montrer que son
exponentielle est une rotation, dont on précisera l'axe et I’ angle.

EXERCICE 40. Résoudre 'A.A.'A = I (établir successivement plusieurs propriétés de A).

EXERCICE 41.  Soit M = [my ;] une matrice orthogonale. Montrer les inégalités suivantes :

|Z mi,j| <Sn< Z Imyi;l < nyv/m.
1) i,j

La derniére égalité est-elle atteinte quand par exemple n =3 ?

EXERCICE 42. Reconnaitre les applications de matrices :

1 2 2 1 1 1 2 2 2a2—1 2ab 2ca
3 -2 1 2 3 2 1 =2 2ab  2b%2—1 2bc (discuter).
1 -2 2 2 =2 1 2ca 2bc 2¢2 -1

EXERCICE 43. Matrice de la rotation autour du vecteur (1,1,1) d’angle « tq cosx = 4/5 et sina =
i —3/5?

a

c

b ¢
EXERCICE 44. | Montrer que la matrice a b | est celle d'une rotation ssi a,b,c sont les
c a

b
racines de X3 — X2 + %k, o 0 < k < 4/27. Axe, angle ?

EXERCICE 45. Que dire en dimension trois de deux rotations qui commutent ?

EXERCICE 46. Soient R une rotation (axe A, angle 0) et r une isométrie de R3. Reconnaitre roRor~'.



EXERCICE 47. Soit A € O3(R) telle que det A = —1. Montrer qu’il existe un changement de B.O.N.

-1 0 0
qui transforme A en | 0 cos® —sin®

0 sin® cosH
* Dessiner un tétraédre régulier 7 (4 sommets, 4 faces qui sont des triangles équilatéraux).
Montrer qu’il existe une isométrie de cette forme, avec ® = /2, qui envoie T sur lui-méme.

EXERCICE 48. On se place dans R3 euclidien. On appelle demi-tour toute rotation d’angle 7, c’est

a dire toute symétrie orthogonale par rapport a un axe.

a) Montrer que toute rotation est produit de deux demi-tours [prendre deux demi-tours quel-
conques d’axes D, A et étudier ce que fait leur composée v, en commencant par vérifier que
la perpendiculaire commune a D, A existe et est stable par r].

b) * Montrer qu’on peut paramétrer I'ensemble des (matrices de) demi-tours par deux angles
(6, 0) et ce de facon continue. En déduire que SO3(R) est connexe par arcs.

EXERCICE 49. Montrer qu'une matrice orthogonale qui est diagonalisable dans M, (R) est une

symeétrie (orthogonale).
* Montrer que toute matrice orthogonale est diagonalisable dans C, avec des valeurs propres
de module 1.

EXERCICE 50. Soit u une isométrie de E et v=u —id.

a) Montrer que Kerv = (Imv)*.
b) Justifier que tout élément x de E peut s’écrire

x =x1 +v(y), ot (x1,y) € Kerv x E
c) Vérifier que

n—1
! 3wt =t Lt (y) - y).

Pourquoi cette expression a-t-elle une limite quand n — +oo ?
n—1

d) Montrer que % Z u* converge (simplement) vers p, la projection orthogonale sur Kerv.

k=0
9 1 -3 3 1T -1 -1
P , 1 1 9 3 =3 L 1
Ex%':RCICE 51. Réduire par blocs 2x2 les matrices A = 0l3 3 9 1 etB = 201 21
-3 3 1 9 1T 1 =1

EX

On cherchera un plan stable (chercher des vecteurs propres), puis son orthogonal.

ERCICE 52. On considére une isométrie s dont I'espace des points fixes est de dimension d < n.
En considérant un point x tel que s(x) # x et I'nyperplan médiateur de (x,s(x)), montrer qu’il
existe une réflexion orthogonale r telle que I'espace des points fixes de ros est de dimension
au moins d + 1. En déduire par récurrence sur d que toute isométrie est produit d’au plus n
réflexions orthogonales (théoréme de CARTAN-DIEUDONNE, 1946).

—1
—1



